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摘要 数据类型和分布的复杂化导致样本间关系的不确定性增强, 给有效挖掘数据的潜在类簇结构

带来挑战. 为降低样本关系不确定性对数据聚类带来的影响, 本文将聚类集成中样本稳定性概念扩展

至聚类分析中. 本文从理论上分析样本稳定的合理性, 并提出基于信息熵的样本稳定性度量方法. 此

外, 本文提出一个基于样本稳定性的聚类方法, 该方法先将数据分为稳定样本集和不稳定样本集, 然

后挖掘稳定样本的团簇结构, 并将不稳定样本划分至该团簇结构中. 最后, 本文通过二维人造数据和

图像分割场景可视化显示样本稳定性的合理性, 并在基准数据集上验证本文所提聚类算法的有效性.

关键词 机器学习, 无监督学习, 聚类分析, 样本稳定性, 稳定性理论

1 引言

随着数据采集、存储、传输方式多样化、泛在化发展, 各类数据智能分析场景面临大量无标记数

据. 机器学习中, 对这类数据的学习称为无监督学习. 图灵奖获得者 Geoffrey Hinton, Yann LeCun,

和 Yoshua Bengio [1] 在 Nature上合作发表的文章 “Deep learning”中指出: “长远看, 我们预计无监督

学习将变得更加重要.” 聚类分析 [2] 是无监督学习中的重要研究内容, 其目的在于学习数据中潜在的

团簇结构, 即相似的样本划分在同一类簇中. 目前, 聚类分析已经广泛应用于实际数据分析任务中, 如

目标检索 [3]、自然语言处理 [4]、生物信息学 [5] 等. 此外, 数据聚类也作为重要预处理策略应用在很多

数据分析技术中, 如特征选择 [6]、深度学习 [7] 等.

现阶段, 基于数据类型、数据分布假设、应用场景等, 研究者已经提出大量聚类算法, 通常可粗略

归类为原型聚类、密度聚类、层次聚类. 由于缺乏监督信息,样本间关系的度量在聚类算法中起重要作

用, 比如原型聚类将各样本点与最相似或最近的代表点划分为同类; 密度聚类中样本密度通常由相似
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或相近的样本数估计; 层次聚类则逐层合并最相似的类簇. 此外, 很多聚类算法则直接基于样本的关

系矩阵,如谱聚类算法 (spectral clustering)、Frey等 [8] 在 Science上提出的仿射传播聚类算法 (affinity

propagation, AP)、Rodriguez 等 [9] 在 Science 上提出的密度峰值聚类算法 (density peak, DP)、Otto

等 [10] 提出的处理大规模人脸数据的聚类方法等. 大数据时代, 数据类型呈现多样化, 如符号型数据、

图像数据、文本数据、基因数据以及多种数据类型的混合等 [5, 11∼14]; 数据分布呈现复杂化, 如流型数

据、混合分布数据、不平衡数据、多视图数据等 [15∼19]. 这些数据特点导致样本间关系具有更强的不

确定性, 给有效挖掘数据潜在团簇结构带来挑战.

文献 [20]在聚类集成场景下研究了样本关系的不确定性,提出了样本稳定性的概念来发现具有稳

定关系的样本集, 降低了样本关系不确定性对聚类的影响, 并建立了基于样本稳定性的聚类集成算法.

实验显示其集成性能优于传统聚类集成算法. 文献 [20] 的研究为应对样本间关系的不确定性提供了

新思路, 但其研究背景仅在聚类集成问题中. 聚类集成技术 [21, 22] 通过融合多个异质的聚类结果获得

数据的类簇结构, 是提高单一聚类方法性能的重要途径, 近年来受到广泛关注. 本质上, 聚类集成是从

多个划分的角度估计样本的共现概率, 即两个样本最终出现在同一类的概率. 而该共现概率也可基于

原始数据特征直接估计, 因此, 将样本稳定性概念扩展至聚类分析中是可行的. 基于上述讨论, 本文主

要研究聚类分析中的样本稳定性, 并提出相应聚类方法.

文本贡献主要体现在以下 3 方面:

(1) 将聚类集成中的样本稳定性扩展至聚类分析中, 并给出理论上的合理性分析;

(2) 提出基于信息熵的样本稳定性度量函数, 并通过可视化实验验证其合理性;

(3) 提出一种基于样本稳定性的聚类方法. 并在基准数据集上验证了其有效性.

本文在第 2 节给出样本稳定性定义和合理性理论分析, 并提出基于信息熵的样本稳定性度量函

数. 第 3节介绍基于样本稳定性聚类方法的算法流程. 第 4节从实验上验证基于信息熵样本稳定性度

量的合理性和基于样本稳定性聚类方法的有效性. 最后总结全文.

2 聚类分析中的样本稳定性

文献 [20] 研究了聚类集成中的样本稳定性. 基于一组聚类结果, 易得两样本被划分在同一类的频

率. 该频率估计了两样本的共现概率. 当两样本共现概率为 1 时, 可确定这两个样本最终在同一类; 同

理可确定共现概率为 0 的两个样本最终在不同类. 取值中间的共现概率给判断两样本划分带来困难.

两个样本之间的稳定关系应包含两个方面: (1) 两个样本具有较高的确定性在同一类, 即两样本具有

较高的共现概率值; (2) 两个样本具有较高的确定性不在同一类, 即两样本具有较低的共现概率值. 直

接用共现概率大小表示关系的稳定性不能反应第 2 方面. 为此, 文献 [20] 提出确定性函数的概念来评

价样本关系的确定度, 并将一个样本与其他样本共现概率的平均确定度定义为该样本的稳定性. 样本

稳定性可用于发现具有稳定关系的样本子集, 度量样本对挖掘类簇结构的贡献度, 有助于数据聚类问

题的有效解决.

样本间共现概率也可基于数据的原始特征估计, 如核相似度、共同邻域等. 因此文献 [20] 中的样

本稳定性可扩展至聚类分析中. 本节介绍样本稳定性的基本定义, 从理论上分析其合理性, 并提出基

于信息熵的样本稳定性度量函数.

2.1 基本定义

假设两样本的共现概率为 p, 下面定义评价这两个样本关系确定度的确定性函数.
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定义1 (确定性函数 [20]) 对于变量 p ∈ [0, 1]和常量 t ∈ (0, 1),函数 f 是一个确定性函数,如果 f

满足条件:

(1) 如果 p < t, 则 f ′(p) < 0; 如果 p > t, 则 f ′(p) > 0;

(2) 如果 pb < t < pd,
t−pb

pd−t =
t

1−t , 则 f(pb) = f(pd),

其中 t 为样本间关系最不确定时的共现概率值, 该值可基于共现矩阵 P = {pij |1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n}
获得. 条件 (1) 表示确定性函数在 t 处取最小值, 且离 t 越远取值越大. 条件 (1) 意味着共现概率取值

距离 t越远, 确定性程度越高. 条件 (2)表示确定性函数在 t两侧成比例对称, 也就是当位于 t两侧数

值 pb 和 pd (pb < t < pd) 距 t 的距离比值 t−pb

pd−t 为
t

1−t 时, pb 和 pd 取得相同的函数值.

基于给定的确定性函数 f , 对于数据集 X = {x1,x2, . . . ,xn}, 样本 xi 的稳定性定义为该样本与

其他样本共现概率值的平均确定度:

s(xi) =
1

n

n∑
j=1

f(pij), (1)

其中 n 为数据集中样本数, pij ∈ P , P = {pij |1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n}.

2.2 样本稳定性合理性理论分析

本小节在高斯 (Gauss)分布假设下分析样本稳定性的合理性. 首先假设两个服从高斯分布类簇 c1

和 c2. 然后计算样本属于各类的概率以及两两样本的共现概率, 通过共现概率和样本位置的关系分析

样本稳定性取值的趋势. 最后基于确定性函数 fg 计算样本的稳定性 sg, 并通过预期趋势和 sg 取值趋

势的关系来分析其合理性.

假设 c1 和 c2 表示两个服从高斯分布的类簇, 样本 x = {d1, d2, . . . , dD}T 的概率密度为

p(x|y = c1) = N (x;µ,Σ) =
1

(2π)
D
2

1

|Σ| 12
e−

1
2 (x−µ)TΣ−1(x−µ);

p(x|y = c2) = N (x;−µ,Σ) =
1

(2π)
D
2

1

|Σ| 12
e−

1
2 (x+µ)TΣ−1(x+µ),

其中 µ 为均值向量, Σ 为协方差矩阵, D 为数据维度.

给定样本 x, 后验类归属概率 p(y = c1|x) 可由贝叶斯 (Bayes) 公式求得:

p(y = c1|x) =
p(x, y = c1)

p(x)

=
p(y = c1)p(x|y = c1)∑

y=c1,c2
p(y)p(x|y)

=
N (µ,Σ)

N (µ,Σ) +N (−µ,Σ)

=
1

1 + e−2µTΣ−1x
.

同理, 后验类归属概率 p(y = c2|x) 为

p(y = c2|x) =
1

1 + e2µTΣ−1x
.

当 D = 1 时, 后验类归属概率的表现形式与 sigmoid 函数形式一致, 函数曲线为 “S” 型. 图 1 给

出 µ = 3, σ = 3 时的函数图像示例.
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图 1 µ = 3 和 σ = 3 时的函数图像示例

Figure 1 An example with µ = 3 and σ = 3. (a) Conditional probability; (b) posterior probability

基于上述假设, 样本 xi 和 xj 出现在同一类簇中的概率为

pij = p(yi = c1|xi)p(yj = c1|xj) + p(yi = c2|xi)p(yj = c2|xj)

=
1

1 + e−2µTΣ−1xi
× 1

1 + e−2µTΣ−1xj
+

1

1 + e2µTΣ−1xi
× 1

1 + e2µ
TΣ−1xj

=
1 + eaxi+axj

1 + eaxi + eaxj + eaxi+axj
, (2)

其中 a = 2µTΣ−1. 方便起见, 本文剩余部分均用 a 表示 2µTΣ−1.

性质1 如果 ax > 0, 则 p(y = c1|x) > p(y = c2|x); 如果 ax < 0, 则 p(y = c1|x) < p(y = c2|x); 如
果 ax = 0, 则 p(y = c1|x) = p(y = c2|x) = 1

2 .

证明

ax > 0 ⇒ e−ax < eax ⇒ p(y = c1|x) > p(y = c2|x),

ax < 0 ⇒ e−ax > eax ⇒ p(y = c1|x) < p(y = c2|x),

ax = 0 ⇒ e−ax = eax = 1 ⇒ p(y = c1|x) = p(y = c2|x) =
1

2
.

综上, 性质 1 成立.

事实上, ax为样本 x到类簇 c2 的马氏距离的平方减去样本 x到类簇 c1 的马氏距离平方.性质 1

表明, 当 ax > 0 时, x 距离类簇 c1 更近. 反之当 ax < 0 时, x 距离类簇 c2 更近.

式 (2) 所示的样本共现概率有如下性质.

性质2 如果 (axi)(axj) < 0, 则 pij < 1
2 ; 如果 (axi)(axj) = 0, 则 pij = 1

2 ; 如果 (axi)(axj) > 0,

则 pij >
1
2 .

证明 由式 (2) 可得

pij −
1

2
=

1 + eaxi+axj

1 + eaxi + eaxj + eaxi+axj
− 1

2
=

(1− eaxi)(1− eaxj )

1 + eaxi + eaxj + eaxi+axj
× 1

2
.

当 (axi)(axj) ̸= 0时,根据 (1− eax)(ax) < 0,有 (1− eaxi)(1− eaxj )× (axi)(axj) > 0. 即上述公

式分子 (1−axi)(1−axj)和 (axi)(axj)同号.进而,当 (axi)(axj) < 0时, pij <
1
2 ;当 (axi)(axj) > 0

时, pij >
1
2 .

当 (axi)(axj) = 0 时, 有 (1− eaxi)(1− eaxj ) = 0, 则 pij =
1
2 .

综上, 性质 2 成立.
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性质 2 表明, 当两样本离同一类簇近时, 共现概率 pij > 1
2 ; 当两样本离不同类簇近时, 共现概

率 pij <
1
2 .

性质3 对于任意 axk ̸= 0, 有 axi = −axj 当且仅当 pik + pjk = 1.

证明 根据式 (2) 可得

pik =
eaxi

1 + eaxi
× eaxk

1 + eaxk
+

1

1 + eaxi
× 1

1 + eaxk
,

pjk =
eaxj

1 + eaxj
× eaxk

1 + eaxk
+

1

1 + eaxj
× 1

1 + eaxk
,

则

pik + pjk = 1

⇔ 2 + eaxi + eaxj + eaxi+axk + eaxj+axk + 2eaxi+axj+axk

(1 + eaxi) (1 + eaxj ) (1 + eaxk)
= 1

⇔ eaxi+axj = 1

⇔ axi = −axj .

综上, 性质 3 成立.

性质 3 表明如果两个样本到两个类簇的距离差互为相反数, 那么这两个样本与任意非 0 样本的

共现概率的和为 1. 性质 3 意味着到两个类簇距离差的绝对值相同的样本应具有相同的稳定性取值.

性质4 对于 axk ̸= 0, 有 |axi| < |axj | 当且仅当 |pik − 1
2 | < |pjk − 1

2 |.

证明 首先讨论 (axi)(axj) > 0 的情况. 此时, axi, axj 和 axk 的取值关系可分为以下 4 种情

况讨论:

(1) axi > 0, axj > 0, axk > 0. 根据性质 2, 有∣∣∣∣pik − 1

2

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣pjk − 1

2

∣∣∣∣
⇔ pik − pjk < 0

⇔ (1− eaxk) (eaxj − eaxi)

(1 + eaxi) (1 + eaxj ) (1 + eaxk)
< 0

⇔ eaxj − eaxi > 0.

因为 axi > 0, axj > 0, 则 eaxj − eaxi > 0 ⇔ |axi| < |axj |.
(2) axi > 0, axj > 0, axk < 0. 根据性质 2, 有∣∣∣∣pik − 1

2

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣pjk − 1

2

∣∣∣∣ ⇔ pjk − pik < 0 ⇔ eaxi − eaxj < 0.

因为 axi > 0, axj > 0, 则 eaxi − eaxj < 0 ⇔ |axi| < |axj |.
(3) axi < 0, axj < 0, axk > 0. 根据性质 2, 有∣∣∣∣pik − 1

2

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣pjk − 1

2

∣∣∣∣ ⇔ pjk − pik < 0 ⇔ eaxi − eaxj > 0.

因为 axi < 0, axj < 0, 则 eaxi − eaxj > 0 ⇔ |axi| < |axj |.
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(4) axi < 0, axj < 0, axk < 0. 根据性质 2, 有∣∣∣∣pik − 1

2

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣pjk − 1

2

∣∣∣∣ ⇔ pik − pjk < 0 ⇔ eaxj − eaxi < 0.

因为 axi < 0, axj < 0, 则 eaxj − eaxi < 0 ⇔ |axi| < |axj |.
接下来讨论 (axi)(axj) < 0 的情形. 令 axi′ = −(axi), 根据性质 3, 有 |pik − 1

2 | = |pi′k − 1
2 |. 由

于 |axi′ | = |axi|, 等价于证明 |axi′ | < |axj | ⇔ |pi′k − 1
2 | 6 |pjk − 1

2 |. 由于 (axi′)(axj) > 0, 则该部分

证明与第 1 种情况相同.

综上, 性质 4 成立.

性质 4 表明, 样本与两个类簇的距离差的绝对值越大, 则该样本与其他 ax ̸= 0 的样本出现在同

类的概率越接近 1
2 . 性质 4 意味着与两个类簇的距离差的绝对值越大的样本点应具有更高的稳定性

取值.

接下来, 分析样本稳定性的合理性. 假设在高斯分布下的确定性函数为 fg, 则在服从高斯分布的

均衡类簇假设下, 样本 xi 的稳定性定义为

sg(xi) =
1

n

∑
xj∈X

fg(pij), (3)

其中 X = {x1,x2, . . . ,xn}表示样本集合.在高斯分布假设下,显然此时样本间关系最不确定的共现概

率值为 t = 1
2 . 稳定性函数 sg 具有以下性质.

性质5 如果 |axi| < |axj |, 则 sg(xi) < sg(xj).

证明 根据式 (3), sg(xi) =
1
n

∑
xk∈x fg(pik), sg(xj) =

1
n

∑
xk∈x fg(pjk).

根据定义 1, 当 t = 1
2 时, 条件 (2) 表明 fg 关于 1

2 对称. 结合条件 (1) 易得 |pb − 1
2 | < |pd − 1

2 | ⇒
fg(pb) < fg(pd).

当 axk ̸= 0 时, 根据性质 4, 有 |axi| < |axj | ⇒ |pik − 1
2 | < |pjk − 1

2 | ⇒ fg(pik) < fg(jk).

当 axk = 0 时, 根据性质 2, 有 pik = pjk = 1
2 , 此时 fg(pik) = fg(pjk).

综上, 性质 5 成立.

性质 5反应了 sg 的取值趋势. 从性质 5可知, sg 在 axi = 0处取得最小值,到两类簇距离差的绝

对值大的样本将获得更高的 sg 值.

性质6 如果 axi = −axj , 则 sg(xi) = sg(−xj).

证明 根据式 (3), 有

sg(xi) =
1

n

∑
xk∈x

fg(pik).

根据性质 3 和 axi = −axj , 得

sg(xj) =
1

n

∑
xk∈x

fg(pjk)

=
1

n

∑
xk∈x

fg(1− pik).

根据定义 1, 有 f(pik) = f(1− pik). 则 sg(xi) = sg(−xj).

性质 6 说明到两类簇距离差的绝对值相同的样本具有相同的稳定性取值. 性质 5 和 6 说明在高

斯假设下的样本稳定性取值趋势与性质 3 和 4 的预期趋势一致.
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图 2 信息熵和 fe (t = 0.7) 的函数图像

Figure 2 The cuver of (a) H2 and (b) fe (t = 0.7)

2.3 基于信息熵的确定性函数

在信息论中, Shannon信息熵是度量信息不确定性程度的重要方法 [23]. Shannon信息熵已经广泛

应用于机器学习任务中, 如在 ID3 和 C4.5 等决策树算法中起重要作用 [24]. 若信息源有 n 个取值, 概

率分别为 {p1, p2, . . . , pn}, Shannon 信息熵定义为

H = −
n∑

i=1

pi log pi.

接下来, 借鉴信息熵的函数形式构造满足定义 1 的确定性函数. 对于共现与非共现的二元信源,

信息熵函数表达式为

H2 = −(p log p+ (1− p) log(1− p)),

其中 p 为共现概率. 图 2(a) 展示了 H2 的函数图像. 从图 2(a) 可知, 函数 H2 与确定性函数有相反的

单调性. 此外, 函数 H2 的极值点在 t = 1
2 处取得. 而在处理真实数据时, 不同数据最难以区分的共现

概率值不一定在 t = 1
2 处取得. 最不确定的共现概率 t 应从两两样本共现概率分布中获得. 因此, 根

据定义 1,将基于二元信源的信息熵函数转换为确定性函数需要进行两个变换: (1)改变单调性; (2)改

变极值点位置, 使极值点在 t 处取得, 其中 t ∈ (0, 1). 变换后, 基于信息熵的确定性函数为

fe(p) =


(

p
2t

)
log

(
p
2t

)
+
(
1− p

2t

)
log

(
1− p

2t

)
, p < t,(

1− (1−p)
2(1−t)

)
log

(
1− (1−p)

2(1−t)

)
+
(

(1−p)
2(1−t)

)
log

(
(1−p)
2(1−t)

)
, p > t.

(4)

对于样本共现概率集合, 本文通过使用大津法 (Otsu) [25] 求解阈值 t. Otsu 算法是一种经典的图

像二值化方法, 原理是寻找阈值将像素划分为两类使得类间方差最大. 因此, 该方法也可作为自适应

的阈值确定方法. 令 P = {pij |1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n} 表示共现概率矩阵, 样本间关系最不确定的共现

概率值为 t = Otsu(P ).

图 2(b) 显示了 t = 0.7 时 fe 的函数图像, 从图 2(b) 初步可知函数 fe 满足确定性函数的单调性要

求. 接下来, 证明 fe 是确定性函数.

性质7 式 (4) 为确定性函数.
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证明 对式 (4) 求导可得

fe′(p) =

 1
2t log(

p
2t−p ), p < t,

1
2(1−t) log(

1+p−2t
1−p ), p > t.

易知 p < t 时, fe′(p) < 0; p > t 时, fe′(p) > 0. 因此, 式 (4) 满足确定性函数的第 1 条约束.

由 pb < t < pd,
t−pb

pd−t = t
1−t 可推出

pb

t = 1−pd

1−t , 带入式 (4) 可得 fe(pb) = fe(pd). 因此, 式 (4) 满足

确定性函数的第 2 条约束.

综上, 式 (4) 是确定性函数.

对于数据集 X = {x1,x2, . . . ,xn} 中的样本 xi, 其基于信息熵的样本稳定性为

se(xi) =
1

n

n∑
j=1

fe(pij), (5)

其中 pij ∈ P , P = {pij |1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n}.
显然,数据集中样本间关系的不确定性程度不同,导致不同样本的稳定性大小不同,对挖掘数据潜

在团簇结构起到的作用也不同. 因此, 本文提出基于样本稳定性的聚类方法, 对稳定样本集与不稳定

样本集采取针对性的处理策略. 具体算法将在第 3 节给出.

3 基于样本稳定性的聚类过程

基于样本稳定聚类方法的核心思想在于先将数据集划分为稳定样本集与不稳定样本集,再采用针

对性策略分别处理这两类样本. 由于稳定样本间关系明确, 其潜在的团簇结构较清晰, 容易获取较准

确的聚类结果. 直接挖掘不稳定样本难度较大, 将不稳定样本划分至稳定样本集的类结构中相对较容

易, 且有望提升不稳定样本类归属决策的性能. 具体地, 基于样本稳定性的聚类方法包括 3 个主要部

分: (1) 将数据集划分为稳定样本集与不稳定样本集; (2) 挖掘稳定样本集的潜在团簇结构; (3) 将不稳

定样本划分至该结构中.

首先,本文借助第 2节所提出的样本稳定性将数据集划分为稳定样本集与不稳定样本集. 由第 2节

可知, 样本稳定性的度量依赖于样本对的共现概率矩阵. 基于获得数据特征信息,共同 K 近邻 (KNN)

是度量样本共现概率的一个简单直观的策略. 对于数据集 X = {x1,x2, . . . ,xn}, 样本 xi 的 KNN 邻

域集合为

KNN(xi) = A, |A| = K, A ⊆ X, ∀xj ⊆ A, ∀xk ∈ X −A, dis(xi,xj) 6 dis(xi,xk).

对于 xi 和 xj , 基于共同 KNN 的共现概率为共同邻域样本所占的比例, 计算如下:

pij =
|{xp|xp ∈ KNN(xi),xp ∈ KNN(xj)}|

K
, (6)

其中邻域大小 K 取值过大或过小均不利于共现概率的刻画,取值过大导致共现概率趋同,取值过小则

导致局部性问题. 在本文后续实验中, 邻域大小 K 设置为 [n/(2k)], 其中 k 为数据集预期的类簇个数.

在数据平衡度未知的情况下, 如果将数据视为平衡数据处理, [n/k] 为每类的样本数. 邻域大小 K 设

置为 [(n/k)/2], 一方面可以缓解数据不平衡带来的影响, 另一方面可以缓解 K 取值过大或过小对刻

画共现概率的影响.
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根据式 (5),可得所有样本的稳定性 S = {s1, s2, . . . , sn}. 通过阈值 ts将样本划分为稳定样本集 SS

和不稳定样本集 NS, 具体如下:

SS = {xi|si > ts, 1 6 i 6 n}; (7)

NS = {xi|si < ts, 1 6 i 6 n}, (8)

其中 ts 通过 Otsu 算法求得, 即 ts = Otsu(S).

将数据集划分为稳定样本集和不稳定样本集的过程见算法 1 中第 1∼3 行.

然后, 挖掘稳定样本集的潜在团簇结构. 稳定样本集 SS 中样本间关系较确定, 共现概率的取值

大都分布于两端, 即接近 0 或 1. 因此, 稳定样本集的潜在类簇结构相对较清晰, 可采用已有聚类分析

算法挖掘其类簇结构. 去除不稳定样本会存在打散原有团簇的情况,导致潜在类数目可能会多于预期,

因此采取可自动确定类个数的聚类算法. 此外, 在计算样本间的共现概率矩阵时已经获得了样本间的

距离矩阵,因此基于距离矩阵的聚类算法将降低该部分的计算时间消耗.综上考虑,在挖掘稳定样本集

的潜在团簇结构时采用 AP 算法 [8]. 该部分过程见算法 1 中第 4 行.

接下来处理不稳定样本集. 对于较难判断类别归属的不稳定样本, 将其划分至稳定样本集的类结

构中. 主要思想为将不稳定样本归属于最相似的类簇中. 样本 xi 与类簇 c 的相似度计算如下:

sim(xi, c) = max
xj∈c

(sim(xi,xj)).

由于不稳定样本中存在与任何类簇都不相似的情况, 因此, 采用逐层处理不稳定样本的策略. 该

策略优先划分类簇周围的不稳定样本, 并用确定类归属的样本扩充类簇, 重复执行这两个过程直到所

有样本都确定类归属. 其中, 样本 x 与类簇的接近度为

ps(x) = max
16i6k

(sim(x, ci)).

需划分的样本集合为接近度大于阈值 tps 的样本:

NS> = {x|ps(x) > tps, x ∈ NS}, (9)

其中 tps = Otsu(PS), PS = {ps(x)|x ∈ NS}.
需划分的样本被分配到最近的类簇中并扩展该类簇大小. 类簇 ci 的扩展如下计算:

ci = ci ∪ {x|sim(x, ci) > sim(x, cj), j ̸= i}. (10)

重复执行上述分配并扩展类簇的过程可将所有不稳定样本都分配到类簇中. 算法 1 中第 5∼9 行

显示了不稳定样本的分配过程.

如果获取的类簇个数多于预期, 采用层次聚类 (hierarchical clustering, HC) 逐层合并相似类簇以

达期望. 类簇 ci 和 cj 的相似度为

sim(ci, cj) =
1

|ci||cj |
∑
xi∈ci

∑
xj∈ci

sim(xi,xj). (11)

基于样本稳定性聚类方法的流程如算法 1 所示.
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算法 1 基于样本稳定性的聚类方法

输入: 数据集 X = {x1,x2, . . . ,xn}, 预期类个数 k.

输出: 聚类结果 C = {c1, c2, . . . , ck}.

1: 基于式 (6) 得到样本对的共现概率矩阵 P = {pij |1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n};
2: 根据式 (5) 计算 n 个样本的稳定性 S = {s1, s2, . . . , sn};
3: 根据式 (7) 和 (8) 得到稳定样本集 SS 和不稳定样本集 NS;

4: 利用 AP 算法对稳定样本集 SS 聚类: Css = {css1 , css2 , . . . , css
k′} ← AP(SS);

5: while |NS| ̸= 0 do

6: 根据式 (9) 得 NS>;

7: 更新稳定样本集和不稳定样本集: SS = SS ∪NS>, NS = NS−NS>;

8: 根据式 (10) 扩充 Css 中的每个类簇;

9: end while

10: if k′ > k then

11: 根据式 (11) 和层次聚类算法 HC 合并 CSS 中相似类簇直至类个数为 k: C ← HC(CSS, k);

12: else

13: C ← CSS.

14: end if

算法 1 主要消耗时间的部分包括: (1) 计算共现概率矩阵; (2) 利用 AP 算法对稳定样本集聚类;

(3) 划分不稳定样本集; (4) 利用层次聚类合并类簇. 其中, 计算共现概率矩阵需要计算样本间距离矩

阵, 每个样本的近邻, 以及样本间的共同邻域. 该部分的时间复杂度为 O(2n2 + n log n). 利用 AP 算法

对稳定样本集聚类的时间复杂度为 O(|SS|2 log |SS|). 划分不稳定样本集的时间复杂度为 O(T |SS||NS|),
其中 T 表示迭代的次数. 利用层次聚类合并类簇的时间复杂度为 O(n2). 需要注意的是样本间距离矩

阵在计算共现概率矩阵时已经计算, 在对稳定样本集聚类、划分不稳定样本集、合并类簇时不需重复

计算. 综上, 算法 1 的时间复杂度为 O(2n2 + n log n+ |SS|2 log |SS|).

4 实验分析

本文实验分析主要包括两方面: (1) 在人造数据集和图像分割数据集上直观展示基于信息熵的稳

定性度量的合理性; (2) 在基准数据集上验证基于稳定性聚类方法的有效性.

4.1 合理性实验分析

本小节采用两组数据验证聚类中稳定性的合理性. 第 1 组为 4 个二维人造数据, 数据分布如图 3

第 1 行所示; 第 2 组为 4 幅来源于 BSD500 的图像分割数据, 图 4 第 1 行显示了其具体图像.

对于每个人造数据集,基于式 (5)计算每个样本的稳定性,并根据式 (7)和 (8)分别得到稳定样本

集 SS 和不稳定样本集 NS, 实验结果如图 3 第 2 行所示. 在图 3 第 2 行中, 不稳定样本集 NS 由灰色

区域表示, 稳定样本集 SS 由其他颜色表示. 显然, 图 3 第 2 行显示, 在 4 组人造数据中, 根据基于信

息熵的样本稳定性指标找到的不稳定样本主要处于不同类簇的交界区域. 在聚类任务中, 这类样本属

于较难判断类别归属的样本点.

对于图像分割数据, 将每个像素点视为样本点, RGB 取值视为该样本点的特征值. 在该实验中,

根据式 (8) 得到每幅图像中的不稳定样本点构成不稳定区域, 并根据式 (7) 得到稳定样本点构成稳定

区域. 对于稳定区域, 采用图像分割算法 Chen-Vese Method [26] 将其分割. 该部分实验结果如图 4 第

2 行所示, 图中灰色区域展示了不稳定区域, 稳定区域的分割结果由黑色区域与白色区域表示. 显然,
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(a) (b) (c) (d)

图 3 人造数据实验

Figure 3 Experiments on synthetic data sets. (a) 2d2k; (b) Flame; (c) Jain; (d) WingNut

图 4 图像分割数据实验

Figure 4 Experiments on image segmentation data sets

如图 4 第 2 行所示, 图像中的不稳定区域主要为物体的边缘部分, 该部分在图像分割任务中属于难处

理区域.

以上实验直观上显示了基于信息熵的样本稳定性度量可有效区分稳定样本集与不稳定样本集,进

而验证了本文所提样本稳定性度量的合理性.

4.2 有效性实验分析

为验证基于样本稳定性的聚类方法在处理聚类任务时的性能, 采用来源于 UCI 数据集的 8 组数

据和来源于 CLUTO 的 4 组文本数据, 12 组数据的详细信息如表 1 所示. 为对照性地显示基于样

本稳定性聚类算法 (sample’s stability-based clustering, SSC) 的聚类性能, 8 个具有代表性的聚类算法

被选为性能参照算法, 包括 K-means 算法、K-means* 算法 [27]、全局 K-means 算法 (global K-means,

GK-means) [28]、AP算法、自适应仿射传播聚类算法 (adaptive affinity propagation, AD-AP) [29]、DP算

法、改进的密度峰值聚类算法 (grid-division-based density peak clustering, GDPC) [30]、边界剥离聚类算

法 (border-peeling clustering, BPC) [31]. 其中, 各类算法均采用固定聚类个数的版本. 为降低 K-means
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表 1 基准数据集

Table 1 Benchmark data sets

Number Data set Number of samples Number of attributes Number of clusters

1 Iris 150 4 3

2 Wine recognition data 178 13 3

3 Seeds data set 210 7 3

4 Glass identification database 214 9 6

5 Ecoli 336 7 8

6 Cardiotocography data set 2126 40 10

7 Image segmentation data 2310 19 7

8 Waveform database generator 5000 21 3

9 tr45 690 8261 10

10 tr41 878 7454 10

11 wap 1560 8460 20

12 re1 1657 3758 25

表 2 Cb 和 Cd 的交叉表

Table 2 The cross tabulation of Cb and Cd

Cd
Cb

cb1 cb2 · · · cbk SUM

cd1 n11 n12 · · · n1k n1·

cd2 n21 n22 · · · n2k n2·
.
..

.

..
.
..

. . .
.
..

.

..

cdk nk1 nk2 · · · nkk nk·

SUM n·1 n·2 · · · n·k n

算法和 K-means* 算法中随机性对性能评测的影响, 运行这两种方法 100 次并展示其平均性能. 本文

采用余弦距离处理文本数据.

为评价聚类结果性能, 这里采用两个经典的外部评价指标: 标准化互信息 (normalized mutual in-

formation, NMI) [21] 和调整兰德指数 (adjusted rand index, ARI) [32]. 这两个评价指标通过度量聚

类结果与参照结果的相似度来度量聚类性能, 其计算可基于两个聚类结果的交叉表. 聚类结果 Cb =

{cb1, cb2, . . . , cbk} 和 Cd = {cd1, cd2, . . . , cdk} 的交叉表如表 2 所示.

基于表 2, NMI 计算为

NMI(Cb, Cd) =

∑k
i=1

∑k
j=1 nij log(

nnij

ni·n·j
)√

(
∑k

i=1 ni· log (
ni·
n ))(

∑k
j=1 n·j log (

n·j
n ))

.

基于表 2, ARI 计算为

ARI(Cb, Cd) =
r0 − r3

1
2 (r1 + r2)− r3

,
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表 3 9 个算法的 NMI 值

Table 3 Index NMI from the nine clustering algorithms

Number K-means K-means* GK-means AP AD-AP DP GDPC BPC SSC

1 0.7116±0.0622 0.7309 ±0.0142 0.7419 0.7777 0.7777 0.6586 0.6586 0.7630 0.8031

2 0.8414±0.0118 0.8423±0.0184 0.8347 0.7507 0.7315 0.5885 0.7415 0.7955 0.8364

3 0.6743±0.0000 0.6725±0.0037 0.6654 0.6873 0.6790 0.6797 0.5246 0.6959 0.7043

4 0.4107±0.0292 0.3409±0.0313 0.4008 0.3392 0.3065 0.3265 0.2757 0.3918 0.4481

5 0.5939±0.0283 0.5970±0.0185 0.6224 0.6311 0.5653 0.4985 0.4773 0.6333 0.6768

6 0.8972±0.0227 0.9177±0.0368 0.9478 0.9270 0.8118 0.8020 0.8199 1.0000 0.9797

7 0.6114±0.0159 0.6065±0.0112 0.6109 0.6116 0.6095 0.6599 0.6666 0.6664 0.6683

8 0.3642±0.0000 0.3642±0.0000 0.3642 0.2989 0.2760 0.2214 0.2128 0.3592 0.3728

9 0.4669±0.0406 0.2708±0.0244 0.4245 0.4062 0.3681 0.2673 0.3209 0.4491 0.4752

10 0.4829±0.0389 0.3160±0.0312 0.4292 0.4003 0.3917 0.3507 0.4268 0.4311 0.5160

11 0.5058±0.0211 0.4668±0.0163 0.4792 0.3603 0.3603 0.2728 0.2608 0.4523 0.4995

12 0.4360±0.0170 0.3031±0.0148 0.4194 0.4464 0.4461 0.3628 0.3524 0.4192 0.4477

Average rank 4.0000 5.9167 4.3333 4.6667 6.2500 7.5000 7.4167 3.5833 1.3333

其中

r0 =

K∑
i=1

K∑
j=1

(
nij

2

)
, r1 =

K∑
i=1

(
ni·

2

)
, r2 =

K∑
j=1

(
n·j

2

)
, r3 =

2r1r2
n(n− 1)

.

在实验中, 数据的真实划分为评价指标的参照划分. 因此, 越高的指标值意味着越优的聚类性能.

9 个聚类算法在 12 组数据集上的聚类结果评价由表 3 和 4 表示. 其中表 3 展示了 NMI 评价指标值,

表 4 展示了 ARI 评价指标值. 在表 3 和 4 中, 每个数据的最优聚类结果的评价值由下划线加粗标识,

最后一行展示了每个算法的平均序值.

表 3 和 4 显示, SSC 的平均序值低于其他算法. 表 3 显示, SSC 在 NMI 评价指标下得到 12 组数

据中 9 个数据的最优聚类结果. 表 4 显示, 在 ARI 评价指标下, SSC 取得 12 组数据中 8 个数据上的

最优聚类结果. 为进一步分析表 3 和 4 结果, 采用 Nemenyi 后续检验. Nemenyi 检验比较两个算法的

平均序值之差与临界阈值的大小来检验两个算法性能是否相同. 临界阈值的计算如下:

CD = qα

√
A(A+ 1)

6D
, (12)

其中 A 为算法个数, D 为数据集个数. 置信度为 95%, 算法个数为 9 时, qα = 3.102. 根据式 (12) 可

得, CD = 3.468. 图 5 显示了 Nemenyi 检验结果. 图中, 红色圆点表示了对应算法的平均序值, 蓝线为

对应算法的临界值域, 黑色虚线为 SSC 算法的上临界值. 如图 5 所示, SSC 算法显著优于 K-means*,

AP, AD-AP, DP, GDPC. 图 5 直观显示 SSC 取得了更靠前的平均序值.

以上实验结果验证了基于样本稳定性的聚类方法在数据聚类上的有效性.

5 结束语

聚类分析是处理无标记数据的重要技术. 数据的类型多样化、分布复杂化发展导致样本间关系的

不确定性增强, 给有效挖掘数据的潜在类簇结构带来挑战. 为此, 本文将聚类集成中的样本稳定性概
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表 4 9 个算法的 ARI 值

Table 4 Index ARI from the nine clustering algorithms

Number K-means K-means* GK-means AP AD-AP DP GDPC BPC SSC

1 0.6589±0.1179 0.7102±0.0080 0.7163 0.7445 0.7445 0.4531 0.4531 0.7184 0.7874

2 0.8451±0.0140 0.8477±0.0196 0.8471 0.7262 0.7144 0.4956 0.7567 0.8025 0.8516

3 0.7049±0.0000 0.7026±0.0048 0.6934 0.7064 0.6952 0.7076 0.4726 0.7020 0.7406

4 0.2572±0.0149 0.1859±0.0278 0.2471 0.1862 0.1583 0.2267 0.2294 0.2397 0.2481

5 0.4238±0.0811 0.4180±0.0334 0.4150 0.4551 0.3412 0.3086 0.2655 0.6142 0.7080

6 0.7779±0.0654 0.8049±0.0905 0.8521 0.8558 0.6529 0.6323 0.6372 1.0000 0.9771

7 0.4711 ±0.0446 0.4736±0.0354 0.5034 0.5100 0.5117 0.5301 0.5318 0.5159 0.5260

8 0.2535±0.0000 0.2535±0.0000 0.2536 0.2167 0.1980 0.1897 0.1875 0.2542 0.2592

9 0.3336±0.0627 0.1855±0.0421 0.2512 0.2498 0.2217 0.0822 0.1275 0.2848 0.2354

10 0.3024±0.0691 0.2698±0.0305 0.2493 0.2296 0.2349 0.1388 0.2725 0.2695 0.3066

11 0.2025±0.0857 0.1408±0.0390 0.1792 0.1126 0.1126 0.1756 0.1964 0.1157 0.2035

12 0.2451±0.0181 0.1224±0.0147 0.1598 0.2066 0.2178 0.1303 0.1660 0.2427 0.2709

Average rank 3.9167 5.7500 4.9167 5.3333 6.4167 7.0000 6.2500 3.7500 1.6667
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图 5 (网络版彩图) Nemenyi 后续检验

Figure 5 (Color online) Nemenyi post-hoc test based on (a) Table 3 and (b) Table 4

念扩展至聚类分析中, 既可用于度量样本间关系的确定度, 也可发现具有稳定关系的样本集. 本文从

理论上给出了样本稳定性的合理性分析, 并提出了一个基于信息熵的样本稳定性度量函数. 在此基础

上, 本文提出了一个基于样本稳定性的聚类方法, 该方法先挖掘稳定样本集的类簇结构并将不稳定样

本集划分至该结构中. 二维人造数据和图像分割数据验证了样本稳定性度量的合理性, 12组基准数据

上的对比性实验显示了基于样本稳定性聚类方法相比其他 8 个代表性聚类算法的优越性. 样本的稳

定性也可为样本对于聚类结果的贡献度提供权重度量方法. 此外值得关注的是如何降低计算样本关系

矩阵的时间消耗.
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Clustering method based on sample’s stability
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Abstract The complexity of data types and distributions leads to an increase in uncertainty of the relationships

between data samples, which bring challenges in discovering the cluster structure inherent in a data set. To

address this challenge, this paper presents the concept of the sample’s stability in a clustering ensemble, which

is extended to the area of clustering analysis. We theoretically analyze the rationality of the sample’s stability

and propose an entropy-based sample’s stability measure. Besides, we propose a clustering method based on the

sample’s stability. The proposed method divides a data set into stable and unstable samples, discovers the cluster

structure of the stable samples, and assigns the unstable samples into this structure. The results of experiments

on two-dimensional data sets and an image segmentation data set visually demonstrate the rationality of the

sample’s stability concept and effectiveness of the proposed clustering method based on the sample’s stability

measure.

Keywords machine learning, unsupervised learning, clustering analysis, sample’s stability, stability theory
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