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摘　要：ｋ元ｎ方体是并行与分布式处理系统最常用的互连网络拓扑结构之一．研究了ｋ元ｎ方体中不存在ｋ元（ｎ

－ｍ）方体子结构的最小 边故障数目ｆｎ，ｍ，其中ｋ≥３是奇数，证明了ｆｎ，０＝１，ｋｎ≤ｆｎ，ｍ≤
ｎ（ ）ｍ ｋｍ，ｆｎ，ｎ－１＝ｎｋｎ－１以及

ｆｎ，１＝ｋ＋馌 ｋ
ｎ－１馎 ．
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１　引言和基本概念

诸多大规模多处理器系统以互连网络作为其基本的拓扑结构，互连网络通常用一个无向简单图 Ｇ＝
（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ））来表示，其中Ｖ（Ｇ）中每个顶点对应一个处理器，Ｅ（Ｇ）中每条边对应一对处理器之间的一条
直接通讯线路．对于大规模多处理器系统来说，故障的发生在所难免．基于这一缘由，互连网络的容错性成为
一个热点问题并得到了广泛的研究［１－６］．互连网络的容错性通常以网络在发生故障时其拓扑性质的保持程序
来度量．Ｂｅｃｋｅｒ和Ｓｉｍｏｎ在文［２］中提出一个有意义的问题：一定数目的元件发生故障时，该互连网络遭到
破坏的最大维数能达到多少？Ｌａｔｉｆｉ在文［３］中提出了一个类似的问题：一个互连网络在故障发生时还将有
一个多大规模的无故障子网络？之后，Ｌａｔｉｆｉ等人在文［４］中研究了使得ｎ维Ｓｔａｒ网络中不存在（ｎ－ｋ）维子

Ｓｔａｒ网络的最小的边故障数ｆｓ（ｎ，ｋ）．
ｋ元ｎ方体网络是并行与分布式处理系统最常用的互连网拓扑结构之一．由于具有易执行、低延迟和高
带宽等优良的性质，ｋ元ｎ方体已经得到了广泛的研究［７－８］．目前，以ｋ元ｎ方体为基础拓扑构建的著名的并
行计算机系统有ｉＷａｒｐ［９］、Ｃｒａｙ　Ｔ３Ｄ［１０］以及Ｃｒａｙ　Ｔ３Ｅ［１１］等．Ｗａｎｇ等人在文［６］中研究了使得ｋ元ｎ方体中
不存在ｋ元（ｎ－ｍ）方体子结构的最小的点故障数．本文将研究使得ｋ元ｎ方体中不存在ｋ元（ｎ－ｍ）方体子
结构的最小的边故障数目ｆｎ，ｍ．
在介绍主要结果之前，先引入一些基本概念和标记．对于文中其他未加定义而被使用的图论术语和记号

参见［１２］．ｋ元ｎ方体（ｋ≥２，ｎ≥１），记为Ｑｋｎ，是一个具有ｋｎ 个顶点的图，其中任一顶点可标号为ｕ＝δ０δ１…

δｎ－１，这里对于任一整数ｉ（０≤ｉ≤ｎ－１）均有０≤δｉ≤ｋ－１．两个顶点ｕ＝δ０δ１…δｎ－１和ｖ＝σ０σ１…σｎ－１相邻当且
仅当存在一个整数ｊ∈｛０，１，…，ｎ－１｝，使得δｊ＝σｊ±１（ｍｏｄ　ｋ）且对于任意的ｌ∈｛０，１，…，ｎ－１｝＼｛ｊ｝均有δｌ
＝σｌ．这样的一条边（ｕ，ｖ）称为Ｑｋｎ 的一条ｊ维边．为了简便起见，下文中类似表述之处省略“（ｍｏｄ　ｋ）”．对于０

≤ｄ≤ｎ－１，通过去除掉Ｑｋｎ 中所有的ｄ维边，可以将Ｑｋｎ 沿ｄ维划分为Ｑ（ｄ）［０］，Ｑ（ｄ）［１］，…，Ｑ（ｄ）［ｋ－１］，其
中Ｑ（ｄ）［ｐ］为Ｑｋｎ 的由点集｛ｕ＝δ０δ１…δｄ…δｎ－１∈Ｖ（Ｑｋｎ）∶δｄ＝ｐ｝导出的子图，这里０≤ｐ≤ｋ－１．容易得出，

Ｑ（ｄ）［ｐ］和Ｑｋｎ－１是同构的．设Ｇ和Ｈ 是两个无向简单图．若它们的顶点集不包含公共点，则称Ｇ和Ｈ 是不相
交的．对于图Ｇ的两个点子集Ｘ 和Ｙ，用［Ｘ，Ｙ］表示一个端点在Ｘ中，另一个端点在Ｙ 中的所有边的集合．
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２　主要结果

这一节我们研究使得Ｑｋｎ 中不存在Ｑｋｎ－ｍ子结构的最小的边故障数目ｆｎ，ｍ，其中０≤ｍ≤ｎ－１．显然，Ｑｋｎ
是其自身的一个子图．注意到Ｅ（Ｑｋｎ）中任一条边发生故障均可以破坏Ｑｋｎ 原有的结构．我们有ｆｎ，０≤１成立．
由ｆｎ，ｍ的定义可知，ｆｎ，ｍ＞０且ｆｎ，ｍ为整数．因此，ｆｎ，０＝１．
引理１［６］　设ｋ≥３为奇数．那么Ｑｋｎ 中存在ｋｍ 个互不相交的Ｑｋｎ－ｍ子结构．

引理２［６］　设ｎ≥２为整数，ｋ≥３为奇数．那么Ｑｋｎ 中恰好存在
ｎ（ ）ｍｋｍ 个互个相同的Ｑｋｎ－ｍ子结构．

定理１　对于奇数ｋ≥３，ｋｍ≤ｆｎ，ｍ≤
ｎ（ ）ｍｋｍ．

证明　当ｎ＝１时，由于０≤ｍ≤ｎ－１，可得ｍ＝０．注意到ｆ１，０＝１＝ｋ０，可知此时定理成立．下面我们假
设ｎ≥２．由引理１可知，Ｑｋｎ 中存在ｋｍ 个互不相交的Ｑｋｎ－ｍ子结构．要破坏这ｋｍ 个互不相交的Ｑｋｎ－ｍ子结构，每
个Ｑｋｎ－ｍ子结构中至少有一条边发生故障．因此，ｆｎ，ｍ≥ｋｍ．

由引理２可知，Ｑｋｎ 中恰好存在
ｎ（ ）ｍｋｍ 个互不相同的Ｑｋｎ－ｍ子结构．注意到每一个Ｑｋｎ－ｍ子结构中的任意

一条边发生故障均可以破坏该子结构．故至多需要
ｎ（ ）ｍｋｍ 条故障边可以使Ｑｋｎ 中不存在Ｑｋｎ－ｍ子结构，这意

味着ｆｎ，ｍ≤
ｎ（ ）ｍｋｍ．因此，我们有ｋｍ≤ｆｎ，ｍ≤ ｎ（ ）ｍｋｍ 成立．证毕．

由Ｑｋｎ－（ｎ－１）（即Ｑｋ１）的定义可知，Ｑｋ１ 是一个ｋ圈．在研究ｆｎ，ｎ－１之前，我们先给出如下引理．
引理３［６］　设ｋ≥３为奇数，Ｃ为Ｑｋｎ 中一个ｋ圈．那么存在一个整数ｉ∈｛０，１，…，ｎ－１｝使得Ｃ仅包含ｉ

维边．
引理４　设ｎ≥２为整数，ｋ≥３为奇数．那么Ｑｋｎ 中任意两个互不相同的ｋ圈不包含公共的边．
证明　设Ｃ１ 和Ｃ２ 是Ｑｋｎ 中两个不同的ｋ圈．由引理３可知，对于任意的ｉ∈｛１，２｝，存在一个整数ｌｉ∈

｛０，１，…，ｎ－１｝使得Ｃｉ仅包含ｌｉ维边．若ｌｉ＝ｌ２，容易验证Ｃ１ 和Ｃ２ 是互不相交的；若ｌ１≠ｌ２，则Ｅ（Ｃ１）∩Ｅ
（Ｃ２）＝．因此，Ｃ１ 和Ｃ２ 不包含公共的边．证毕．
对于０≤ｉ≤ｎ－１，定义从点集Ｖ（Ｑｋｎ）到边集Ｅ（Ｑｋｎ）的映射φｉ∶δ０…δｎ－１→（δ０…δｉ…δｎ－１，δ０…（δｉ＋１）…

δｎ－１）．设Ｖ′＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｔ｝为Ｖ（Ｑｋｎ）的一个点子集，其中１≤ｔ≤｜Ｖ（Ｑｋｎ）｜．对于ｊ∈｛０，１，…，ｎ－１｝，我们将
边集合｛φｊ（ｖ１），φｊ（ｖ２），…，φｊ（ｖｔ）｝记为φｊ（Ｖ′）．
定理２　对于奇数ｋ≥３，ｆｎ，ｎ－１＝ｎｋｎ－１．进一步，可以找出使得Ｑｋｎ 中不存在Ｑｋ１ 子结构的有最小边数目

的故障边集合．
证明　当ｎ＝１时，由于０≤ｍ≤ｎ－１，可得ｍ＝０．注意到ｆ１，０＝１＝ｋ０ 且有Ｅ（Ｑｋ１）中任一条边发生故障

均可以破坏其原有的结构，可知此时定理成立．下面我们假设ｎ≥２．由引理２可知，Ｑｋｎ 中恰好存在ｎｋｎ－１个互
不相同的Ｑｋ１ 子结构（即ｋ圈）．由引理４可知，Ｑｋｎ 中任意两个互不相同的ｋ圈不包含公共的边．因此，至少需
要ｎｋｎ－１条故障边可以使Ｑｋｎ 中不存在ｋ圈，这意味着ｆｎ，ｎ－１≥ｎｋｎ－１．由定理１，我们有ｆｎ，ｎ－１≤ｎｋｎ－１成立．从
而可知ｆｎ，ｎ－１＝ｎｋｎ－１．
接下来，对于ｎ≥２，我们介绍一种找出使得Ｑｋｎ 中不存在Ｑｋ１ 子结构的有最小边数目的故障边集合的方

法．对于任意的０≤ｄ≤ｎ－１，可以将Ｑｋｎ 沿ｄ维划分为Ｑ（ｄ）［０］，Ｑ（ｄ）［１］，…，Ｑ（ｄ）［ｋ－１］．任取ｐ∈｛０，１，…，ｎ
－１｝，则φｐ（Ｖ（Ｑ（ｐ）［０］））是一个可以破坏Ｑｋｎ 中仅含ｐ 维边的ｋｎ－１个互不相交的ｋ圈的故障边集合．注意
到，对于任意两个不同的整数ｉ，ｊ∈｛０，１，…，ｎ－１｝，故障集φｉ（Ｖ（Ｑ（ｉ）［０］））破坏的ｋ圈与故障集φｊ（Ｖ（Ｑ（ｊ）

［０］））破坏的ｋ圈是互不相同的．又因为｜∪ｎ－１ｉ＝０φｉ（Ｖ（Ｑ（ｉ）［０］））｜＝ｎｋｎ－１且Ｑｋｎ 中恰好存在ｎｋｎ－１个互不相同
的ｋ圈，我们可知Ｑｋｎ－∪ｎ－１ｉ＝０φｉ（Ｖ（Ｑ（ｉ）［０］））中不存在ｋ圈．故∪ｎ－１ｉ＝１φｉ（Ｖ（Ｑ（ｉ）［０］））即为所求的故障边集合．

定理３　对于奇数ｋ≥３和整数ｎ≥２，ｆｎ，１＝ｋ＋馌 ｋ
ｎ－１馎 ．

进一步，可以找出使得Ｑｋｎ 中不存在Ｑｋｎ－１子结
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构的有最小边数目的故障边集合．
证明　由定理２可知，当ｎ＝２时定理成立．下面我们假设ｎ≥３．由引理２可知，Ｑｋｎ 中恰好存在ｎｋ个互

不相同的Ｑｋｎ－１子结构．对于任意的０≤ｄ≤ｎ－１，去除掉Ｑｋｎ 中所有的ｄ维边，可以将Ｑｋｎ 划分为Ｑ（ｄ）［０］，Ｑ（ｄ）

［１］，…，Ｑ（ｄ）［ｋ－１］．显然，Ｑ（ｄ）［０］，Ｑ（ｄ）［１］，…，Ｑ（ｄ）［ｋ－１］是ｋ个互不相交的Ｑｋｎ－１子结构．注意到，对于任意
两个不同的整数ｉ，ｊ∈｛０，１，…，ｎ－１｝，去除掉所有的ｉ维边得到的Ｑｋｎ－１子结构与去除掉所有的ｊ维边得到
的Ｑｋｎ－１子结构是互不相同的．对于ｉ＝０，１，…，ｋ－１，设ＱＱ［ｉ］＝｛Ｑ（０）［ｉ］，Ｑ（１）［ｉ］，…，Ｑ（ｎ－１）［ｉ］｝．因为｜∪ｋ－１ｉ＝０ＱＱ
［ｉ］｜＝ｎｋ，于是我们将Ｑｋｎ 中所有的Ｑｋｎ－１子结构划分成了ｋ个互不相交的集合ＱＱ［０］，ＱＱ［１］，…，ＱＱ［ｋ－１］．
断言　Ｅ（Ｑｋｎ）中的任一条边发生故障恰好可以破坏Ｑｋｎ 中ｎ－１个不同的Ｑｋｎ－１子结构．
设ｅ为Ｑｋｎ 中的一条任选的边，不妨设ｅ是一条ｊ维边，其中ｊ∈｛０，１，…，ｎ－１｝．因为对于任意的ｉ∈｛０，

１，…，ｎ－１｝＼｛ｊ｝，去除掉Ｑｋｎ 中所有的ｉ维边得到的Ｑ（ｉ）［０］，Ｑ（ｉ）［１］，…，Ｑ（ｉ）［ｋ－１］是互不相交的，故存在一
个整数ｐ∈｛０，１，…，ｋ－１｝使得ｅ∈Ｅ（Ｑ（ｉ）［ｐ］）．由ｉ选取的任意性可知，ｅ发生故障恰好可以破坏Ｑｋｎ 中ｎ－１
个不同的Ｑｋｎ－１子结构．断言证毕．

由断言可知，要破坏Ｑｋｎ 中ｎｋ 个不同的Ｑｋｎ－１子结构至少需要 馌 ｎｋ
ｎ－１馎 条故障边，这意味着ｆｎ，１≥

馌 ｎｋｎ－１馎 ＝ｋ＋馌 ｋ
ｎ－１馎 ．

对于０≤ｉ≤ｋ－１，注意到ＱＱ［ｉ］中每一个Ｑｋｎ－１子结构均包含点ｉｉ…ｉ．设ｅｉ＝（δ０δ１…δｎ－１，δ＊０δ＊１ …δ＊ｎ－１），其
中δｉ（ｍｏｄ　ｎ）＝ｉ，δ＊ｉ（ｍｏｄ　ｎ）＝ｉ＋１（ｍｏｄ　ｋ），δｊ＝δ＊ｊ ＝ｉ对于０≤ｊ≤ｎ－１且ｊ≠ｉ（ｍｏｄ　ｎ）均成立．那么ｅｉ发生故障可
以破坏ＱＱ［ｉ］中除了由点集｛σ０σ１…σｎ－１∈Ｖ（Ｑｋｎ）∶σｉ（ｍｏｄ　ｎ）＝ｉ｝导出的子图外的其余ｎ－１个不同的Ｑｋｎ－１子结
构．可知此时Ｑｋｎ－｛ｅ０，ｅ１，…，ｅｋ－１｝中恰好存在ｋ个不同的Ｑｋｎ－１子结构Ｑ（０（ｍｏｄ　ｎ））［０］，Ｑ（１（ｍｏｄ　ｎ））［１］，…，

Ｑ（（ｋ－１）（ｍｏｄ　ｎ））［ｋ－１］．
当ｋ＜ｎ－１时，设Ｅ＊＝｛（０１２…（ｋ－１）００…０，０１２…（ｋ－１）１０…０）｝Ｅ（Ｑｋｎ）．注意到此时对于任意的０

≤ｉ≤ｋ－１，我们有（０１２…（ｋ－１）００…０，０１２…（ｋ－１）１０…０）∈Ｅ（Ｑ（ｉ）［ｉ］）成立．故当ｋ＜ｎ－１时，Ｅ＊是一个

可以破坏Ｑｋｎ－｛ｅ０，ｅ１，…，ｅｋ－１｝中ｋ个不同的Ｑｋｎ－１子结构的故障边集合．

当 ｋ
ｎ－１
为整数时，我们首先将Ｑｋｎ－｛ｅ０，ｅ１，…，ｅｋ－１｝中未被破坏的ｋ个不同的Ｑｋｎ－１子结构划分为 ｋｎ－１

个

不相交的集合Θ１＝｛Ｑ（０）［０］，Ｑ（１）［１］，…，Ｑ（ｎ－２）［ｎ－２］｝，Θ２＝｛Ｑ（ｎ－１）［ｎ－１］，Ｑ（ｎ（ｍｏｄ　ｎ））［ｎ］，…，Ｑ（（２ｎ－３）（ｍｏｄ　ｎ））

［２ｎ－３］｝，…，Θ ｋ
ｎ－１＝｛Ｑ（（ｋ－ｎ＋１）（ｍｏｄ　ｎ））［ｋ－ｎ＋１］，Ｑ（（ｋ－ｎ＋２）（ｍｏｄ　ｎ））［ｋ－ｎ＋２］，…，Ｑ（（ｋ－１）（ｍｏｄ　ｎ））［ｋ－１］｝．注意到删

去边（０１２…（ｎ－２）０，０１２…（ｎ－２）１）可以破坏Θ１ 中ｎ－１个不同的Ｑｋｎ－１子结构，删去边（ｎ（ｎ＋１）…（２ｎ－３）

０（ｎ－１），ｎ（ｎ＋１）…（２ｎ－３）１（ｎ－１））可以破坏 Θ２ 中ｎ－１个不同的 Ｑｋｎ－１子结构，…，删去边

ｎｋ
ｎ－１－（ ）ｎ …（ｋ－１）０（ｋ－ｎ＋１）… ｎｋ

ｎ－１－ｎ－（ ）１ ， ｎｋｎ－１－（ ）ｎ …（ｋ－１）１（ｋ－ｎ＋１）… ｎｋ
ｎ－１－ｎ－（ ）（ ）１ 可以

破坏Θ ｋ
ｎ－１
中ｎ－１个不同的Ｑｋｎ－１子结构．记Ｅ＊＝ （０１２…（ｎ－２）０，０１２…（ｎ－２）１），（ｎ（ｎ＋１）…（２ｎ－３）０（｛ ｎ

－１），ｎ（ｎ＋１）…（２ｎ－３）１（ｎ－１）），…， ｎｋ
ｎ－１－（ ）ｎ …（ｋ－１）０（ｋ－ｎ＋１）… ｎｋ

ｎ－１－ｎ－（ ）１ ， ｎｋｎ－１－（ ）ｎ …（（ ｋ

－１）１（ｋ－ｎ＋１）… ｎｋ
ｎ－１－ｎ－（ ））１ ｝，则当 ｋ

ｎ－１
为整数时，Ｅ＊是一个可以破坏Ｑｋｎ－｛ｅ０，ｅ１，…，ｅｋ－１｝中ｋ个不

同的Ｑｋｎ－１子结构的故障边集合．

当ｋ≥ｎ且 ｋｎ－１
不是整数时，记ｒ＝馌 ｋ

ｎ－１馎
，我们首先将Ｑｋｎ－｛ｅ０，ｅ１，…，ｅｋ－１｝中未被破坏的ｋ个不同

的Ｑｋｎ－１子结构划分为ｒ个不相交的集合 Ω１＝｛Ｑ（０）［０］，Ｑ（１）［１］，…，Ｑ（ｎ－２）［ｎ－２］｝，Ω２＝｛Ｑ（ｎ－１）［ｎ－１］，

Ｑ（ｎ（ｍｏｄ　ｎ））［ｎ］，…，Ｑ（（２ｎ－３）（ｍｏｄ　ｎ））［２ｎ－３］｝，…，Ωｒ－１＝｛Ｑ（（ｎｒ－ｒ－２ｎ＋２）（ｍｏｄ　ｎ））［ｎｒ－ｒ－２ｎ＋２］，Ｑ（（ｎｒ－ｒ－２ｎ＋３）（ｍｏｄ　ｎ））［ｎｒ
－ｒ－２ｎ＋３］，…，Ｑ（（ｎｒ－ｒ－ｎ）（ｍｏｄ　ｎ））［ｎｒ－ｒ－ｎ］｝，Ωｒ＝｛Ｑ（（ｎｒ－ｒ－ｎ＋１）（ｍｏｄ　ｎ））［ｎｒ－ｒ－ｎ＋１］，Ｑ（（ｎｒ－ｒ－ｎ＋２）（ｍｏｄ　ｎ））［ｎｒ－ｒ
－ｎ＋２］，…，Ｑ（（ｋ－１）（ｍｏｄ　ｎ））［ｋ－１］｝，注意到删去边（０１２…（ｎ－２）０，０１２…（ｎ－２）１）可以破坏Ω１ 中ｎ－１个不
同的Ｑｋｎ－１子结构，删去边（ｎ（ｎ＋１）…（２ｎ－３）０（ｎ－１），ｎ（ｎ＋１）…（２ｎ－３）１（ｎ－１））可以破坏Ω２ 中ｎ－１个
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不同的Ｑｋｎ－１子结构，…，删去边（（ｎｒ－２ｎ）（ｎｒ－２ｎ＋１）…（ｎｒ－ｒ－ｎ）０（ｎｒ－ｒ－２ｎ＋２）…（ｎｒ－２ｎ－１），（ｎｒ－
２ｎ）（ｎｒ－２ｎ＋１）…（ｎｒ－ｒ－ｎ）１（ｎｒ－ｒ－２ｎ＋２）…（ｎｒ－２ｎ－１））可以破坏Ωｒ－１中ｎ－１个不同的Ｑｋｎ－１子结
构，删去边（（ｎｒ－ｎ）…（ｋ－１）００…０（ｎｒ－ｎ－ｒ＋１）…（ｎｒ－ｎ－１），（ｎｒ－ｎ）…（ｋ－１）１０…０（ｎｒ－ｎ－ｒ＋１）…
（ｎｒ－ｎ－１））可以破坏Ωｒ中ｋ－（ｒ－１）（ｎ－１）个不同的Ｑｋｎ－１子结构．记Ｅ＊＝｛（０１２…（ｎ－２）０，０１２…（ｎ－２）

１），（ｎ（ｎ＋１）…（２ｎ－３）０（ｎ－１），ｎ（ｎ＋１）…（２ｎ－３）１（ｎ－１）），…（（ｎｒ－２ｎ）（ｎｒ－２ｎ＋１）…（ｎｒ－ｒ－ｎ）０（ｎｒ
－ｒ－２ｎ＋２）…（ｎｒ－２ｎ－１），（ｎｒ－２ｎ）（ｎｒ－２ｎ＋１）…（ｎｒ－ｒ－ｎ）１（ｎｒ－ｒ－２ｎ＋２）…（ｎｒ－２ｎ－１）），（（ｎｒ－
ｎ）…（ｋ－１）００…０（ｎｒ－ｎ－ｒ＋１）…（ｎｒ－ｎ－１），（ｎｒ－ｎ）…（ｋ－１）１０…０（ｎｒ－ｎ－ｒ＋１）…（ｎｒ－ｎ－１））｝，则

当ｋ≥ｎ且 ｋｎ－１
不是整数时，Ｅ＊是一个可以破坏Ｑｋｎ－｛ｅ０，ｅ１，…，ｅｋ－１｝中ｋ个不同的Ｑｋｎ－１子结构的故障边集合．

综上所述，无论哪种情况发生，Ｑｋｎ－（｛ｅ０，ｅ１，…，ｅｋ－１｝∪Ｅ＊）中不存在Ｑｋｎ－１子结构．因为｜Ｅ＊｜＝

馌 ｋ
ｎ－１馎

，故ｆｎ，１≤ｋ＋馌 ｋ
ｎ－１馎 ．

从而可知，ｆｎ，１＝ｋ＋馌 ｋ
ｎ－１馎 并且｛ｅ０，ｅ１，…，ｅｋ－１｝∪Ｅ＊即为所求的故障

边集合．证毕．
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